Podstawa programowa ksztatcenia ogdélnego z komentarzem

Podstawa programowa przedmiotu matematyka

Il etap edukacyjny: 4-letnie liceum ogdlnoksztatcqce oraz 5-letnie technikum

Zakres podstawowy i rozszerzony

Cele ksztatcenia — wymagania ogolne

Sprawnos¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora, stosowanie

praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych oraz

wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw w kontekstach

rzeczywistych i teoretycznych.

Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1.

Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w tekscie, zaréwno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykreséw,
diagraméw, tabel.

Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstéw matematycznych, w tym
do opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskéw, a takze do
przedstawiania danych.

Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

1.

3.

Stosowanie obiektéw matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojeé
matematycznych.

Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu probleméw
praktycznych i teoretycznych.

Tworzenie pomocniczych obiektéw matematycznych na podstawie istniejgcych,
w celu przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.

Wskazywanie koniecznosci lub mozliwosci modyfikacji modelu matematycznego
w przypadkach wymagajgcych specjalnych zastrzezen, dodatkowych zatozen,
rozwazenia szczegdlnych uwarunkowan.

IV. Rozumowanie i argumentacja.
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1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentéw

uzasadniajgcych poprawnos$é rozumowania, odrdéznianie dowodu od przyktadu.
Dostrzeganie regularnosci, podobienistw oraz analogii, formutowanie wnioskéw na
ich podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania problemow,
tworzenie ciggu argumentéw, gwarantujgcych poprawno$¢ rozwigzania
i skutecznos¢ w poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

Stosowanie i tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.



Szkofa ponadpodstawowa — matematyka

Tresci nauczania — wymagania szczegétowe

I. Liczby rzeczywiste.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

2)

3)

4)

5)

6)
7)

8)

9)

wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;
przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia nie trudniejsze niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych,

b) dowdd wtasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej trzecia

potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

stosuje wtfasnosci pierwiastkdw dowolnego stopnia, w tym pierwiastkéw stopnia
nieparzystego z liczb ujemnych;
stosuje zwigzek pierwiastkowania z potegowaniem oraz prawa dziatain na potegach
i pierwiastkach;
stosuje wtasnosci monotonicznosci potegowania, w szczegdlnosci wiasnosci: jesli
X<y oraza>1,toa*<a’,zasgdy X<y iO<a<l,toa*>a’;
postuguje sie pojeciem przedziatu liczbowego, zaznacza przedziaty na osi liczbowej;
stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej,

x—2|<3,|x+3>4;

wykorzystuje wtasnosci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych,

rozwigzuje réwnania i nieréwnosci typu: |X +4| =5,

w tym do obliczania procentéw sktadanych, zyskéw z lokat i kosztéw kredytéw;
stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje sie wzorami na
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto stosuje wzdr na zamiane podstawy logarytmu.

Il. Wyrazenia algebraiczne.
Zakres podstawowy. Uczen:

1)

2)
3)
4)

5)
6)
7)

stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a+b)2 , (a—b)2 , a’—Db?, (a+b)3,
(a-b)’, a®*—b*, a" —b";

dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;

wytgcza poza nawias jednomian z sumy algebraicznej;

rozktada wielomiany na czynniki metoda wytgczania wspdlnego czynnika przed
nawias oraz metodg grupowania wyrazéw, w przypadkach nie trudniejszych niz

rozktad wielomianu W (X) =2x° —\/§X2 +4X— 2\/§ ;
znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
dzieli wielomian jednej zmiennej W (X) przez dwumian postaci X—a;

mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;
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8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, w przypadkach nie trudniejszych niz:
1 1 1 1 1 x+1 x-1
x+1 x x % ?'mij'
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspdtczynnikach
catkowitych;

2) stosuje podstawowe wtasnosci trdjkata Pascala oraz nastepujgce wtasnosci

n n n
wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): {Oj =1, ( J =n, ( ] =n,

[mz[”i"j' (EHkiJ:[:iﬂ 1 i

3) korzysta ze wzoréw na: a®+b®,(a+b)" i (a—b)".

[ll. Rédwnania i nieréwnosci.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) przeksztatca rownania i nieréwnosci w sposéb réwnowazny;
2) interpretuje rownania i nieréwnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe;
3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng niewiadomag;
4) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci kwadratowe;
5) rozwigzuje réwnania wielomianowe, ktdére dajg sie doprowadzi¢ do rdéwnania
kwadratowego, w szczegdlnosci réwnania dwukwadratowe;

6) rozwigzuje rdéwnania wielomianowe postaci W(X)=0 dla wielomianow

doprowadzonych do postaci iloczynowej lub takich, ktére dajg sie doprowadzi¢ do
postaci iloczynowej metodg wytaczania wspdlnego czynnika przed nawias lub
metodg grupowania;

V(X
7) rozwiazuje réwnania wymierne postaci —W(( ))=0, gdzie wielomiany V (X) i W (X)
X
sg zapisane w postaci iloczynowej.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) rozwigzuje nieréwnosci wielomianowe typu: W (X) >0, W (X) >0, W (X) <0,
W(X)SO dla wielomianéw doprowadzonych do postaci iloczynowe] lub takich,
ktdére daja sie doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metodg wytgczania wspdlnego
czynnika przed nawias lub metoda grupowania;

2) rozwigzuje rownania i nierownosci wymierne nie trudniejsze niz

X+1 1 2X
+ >
x(x=1) x+1 (x-1)(x+1).

7

3) stosuje wzory Viete’a dla réwnan kwadratowych;

16
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4)

5)

rozwigzuje rownania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng, o stopniu trudnosci nie
X+2|+2[x-3<11;

analizuje réwnania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rdéwnania

wiekszym niz: 2|X+3|+3|X—1| =13,

i nierdwnosci kwadratowe z parametrami, w szczegblnosci wyznacza liczbe
rozwigzan w zaleznosci od parametrow, podaje warunki, przy ktérych rozwigzania
majg zgdang wtasnos¢, i wyznacza rozwigzania w zaleznosci od parametréw.

IV. Uktady réwnan.

Zakres podstawowy. Uczen:

1)

2)
3)

rozwigzuje uktady réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacje
geometryczng uktadéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;
stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych;
rozwigzuje metodg podstawiania uktady réwnan, z ktérych jedno jest liniowe,
ax+by=e ax+by=e

y lub { y

a drugie kwadratowe, postaci {

X*+y?+ex+dy = f y=cx®+dx+ f.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto rozwigzuje uktady rownan kwadratowych postaci

x*+y>+ax+by=c
X*+y’ +dx+ey=f.

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

1)
2)

3)

4)

5)
6)

7)
8)

9)

okresla funkcje jako jednoznaczne przyporzadkowanie za pomocga opisu stownego,
tabeli, wykresu, wzoru (takze réznymi wzorami na réznych przedziatach);

oblicza wartos¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomoca tabel, wykresow,
wzoréw itp., réwniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrddta
informacji lub kilku Zrédet jednoczesnie;

odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie
mniejsze) lub mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze inajmniejsze
wartosci funkcji (o ile istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla
ktorych wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;
interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji liniowej;

wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie informacji o jej wykresie lub o jej
wtasnosciach;

szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem;

interpretuje wspoétczynniki wystepujgce we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
ogdlnej, kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej
wykresie;
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10) wyznacza najwieksza i najmniejszg warto$¢ funkcji kwadratowej w przedziale
domknietym;

11) wykorzystuje wtasnosci funkcji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym;

12) na podstawie wykresu funkcji y=f (X) szkicuje wykresy funkcji Y= f(X—a),
y="f(x)+b, y=—1(x), y=f(-x);
13) postuguje sie funkcja f(x):i, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji
X

zagadnien zwigzanych z wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi, réwniez
w zastosowaniach praktycznych;
14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) na podstawie wykresu funkcji y = f (X) rysuje wykres funkcji y =| f (x)

2) postuguje sie ztozeniami funkcji;
3) dowodzi monotonicznosci funkcji zadanej wzorem, jak w przyktadzie: wykaz, ze
x—1

funkcja f(x) = 5
X+

jest monotoniczna w przedziale (—w,—2).

VI. Ciagi.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym,;
2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach:

a, =0,001

?) sz%+%%@—%y
a,=1

b) <a,=1
a,=a. +a.

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosnacy, czy malejacy;

4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

5) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego;

6) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego;

7) wykorzystuje wtasnosci ciggéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.
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Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza granice ciggdw, korzystajgc z granic ciggow typu l, Q/a oraz twierdzen
n

o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggdw zbieznych, a takze twierdzenia
o trzech ciggach;
2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

VII. Trygonometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katow
od 0° do 180°, w szczegdlnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla
katéw 30°, 45°, 60°;

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajac z tablic lub
kalkulatora;

3) znajduje za pomocg tablic lub kalkulatora przyblizong wartos¢ kata, jesli dana jest
wartos¢ funkcji trygonometrycznej;

. . sina
4) korzysta z wzordéw sin’ o +cos’ a =1, tga = ;
cosa
5) stosuje twierdzenia sinusOow i cosinusow oraz wzér na pole tréjkata

1 .
P==-a-b-sin
2 '

6) oblicza katy tréjkata i dtugosci jego bokdéw przy odpowiednich danych (rozwigzuje
tréjkaty).
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) stosuje miare tukowg, zamienia miare tukowg kata na stopniowg i odwrotnie;
2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus, tangens;
3) wykorzystuje okresowos¢ funkcji trygonometrycznych;
4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych;
5) korzysta z wzoréw na sinus, cosinus i tangens sumy i réznicy katéw, a takze na
funkcje trygonometryczne katéw podwojonych;
6) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadach: 4c0s2Xxc0s5x =2cos7x+1, 2sin? x <1.

VIIl.  Planimetria.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) wyznacza promienie i srednice okregdéw, dtugosci cieciw okregéow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;
2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych
dtugosciach bokéw (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
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i twierdzenie cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata
wewnetrznego lezy diuzszy bok;
3) rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wtasnosci;
4) korzysta z witasnosci katéow i przekatnych w prostokatach, réwnolegtobokach,
rombach i trapezach;
5) stosuje wtasnosci katéw wpisanych i srodkowych;
6) stosuje wzory na pole wycinka kota i dtugosé tuku okregu;
7) stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznej kata
oraz o kacie miedzy styczng a cieciwg;
8) korzysta z cech podobienistwa tréjkgtow;
9) wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych;
10) wskazuje podstawowe punkty szczegdlne w tréjkacie: Srodek okregu wpisanego
w tréjkat, srodek okregu opisanego na trdjkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wtasnosci;
11) stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dfugosci odcinkéw w figurach
ptaskich oraz obliczania pél figur;
12) przeprowadza dowody geometryczne.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto stosuje wtasnosci czworokatéow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskie;.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie na podstawie ich réwnan,
w tym znajduje wspolny punkt dwdch prostych, jesli taki istnieje;

2) postuguje sie rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogélnej,
w tym wyznacza rownanie prostej o zadanych wtasnosciach (takich jak na przyktad
przechodzenie przez dwa dane punkty, znany wspdtczynnik kierunkowy,
rownolegtosé lub prostopadtos¢ do innej prostej, stycznosé do okregu);

3) oblicza odlegtos¢ dwdch punktéw w uktadzie wspoétrzednych;

4) postuguje sie réwnaniem okregu (x—a)2 +(y—b)2 =r?;

5) oblicza odlegtos¢ punktu od prostej;

6) znajduje punkty wspodlne prostej i okregu oraz prostej i paraboli bedgcej wykresem
funkcji kwadratowej;

7) wyznacza obrazy okregéw i wielokagtow w symetriach osiowych wzgledem osi
uktadu wspdtrzednych, symetrii srodkowej (o s$rodku w poczatku uktadu
wspotrzednych).

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) stosuje rownanie okregu w postaci ogdlnej;

2) znajduje punkty wspdlne dwdch okregdw;
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3) zna pojecie wektora i oblicza jego wspotrzedne oraz dtugosé, dodaje wektory
i mnozy wektor przez liczbe, oba te dziatania wykonuje zaréwno analitycznie, jak
i geometrycznie.

X. Stereometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegdlnosci proste
prostopadte nieprzecinajace sie;

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prosta a ptaszczyzng oraz pojeciem kata
dwusciennego miedzy poétptaszczyznami;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy scianami, oblicza miary
tych katéw;

4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca a podstawg), oblicza
miary tych katéw;

5) okresla, jaka figurg jest dany przekrdj prostopadtoscianu ptaszczyzng;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupdw, walca, stozka
i kuli, réwniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

7) wykorzystuje zaleznos¢ miedzy objetosciami bryt podobnych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,

a ponadto:
1) zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny i o trzech
prostopadtych;

2) wyznacza przekroje szescianu i ostrostupdéw prawidtowych oraz oblicza ich pola,
takze z wykorzystaniem trygonometrii.

Xl. Kombinatoryka.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych;
2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) dla dowolne;j
liczby czynnosci w sytuacjach nie trudniejszych niz:
a) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych liczb catkowitych dodatnich
takich, ze w ich zapisie dziesiethym wystepuje doktadnie jedna cyfra 1
i doktadnie jedna cyfra 2,
b) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb catkowitych dodatnich
takich, ze w ich zapisie dziesiethym wystepuje doktadnie jedna cyfra 0
i doktadnie jedna cyfra 1.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) oblicza liczbe mozliwych  sytuacji, spetniajgcych  okreslone  kryteria,
z wykorzystaniem reguty mnozenia i dodawania (takze tgcznie) oraz wzoréw na
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liczbe: permutacji, kombinacji i wariacji, réwniez w przypadkach wymagajacych
rozwazenia ztozonego modelu zliczania elementow;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wtasnosci przy
rozwigzywaniu probleméw kombinatorycznych.

XIl. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.
Zakres podstawowy. Uczen:
1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym;
2) stosuje skale centylowsg;
3) oblicza srednig arytmetyczng i Srednig wazong, znajduje mediane i dominante;
4) oblicza odchylenie standardowe zestawu danych (takze w przypadku danych
odpowiednio pogrupowanych), interpretuje ten parametr dla danych empirycznych;
5) oblicza warto$¢ oczekiwang, np. przy ustalaniu wysokosci wygranej w prostych
grach losowych i loteriach.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) oblicza prawdopodobieAstwo warunkowe i stosuje wzér Bayesa, stosuje
twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym;
2) stosuje schemat Bernoulliego.

XIII. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.
Zakres podstawowy. Uczen rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie
opisac funkcjg kwadratowa.
Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okresSlone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);
2) stosuje wtasnos¢ Darboux do uzasadniania istnienia miejsca zerowego funkcji
i znajdowania przyblizonej wartosci miejsca zerowego;
3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodnej;
4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu
i funkcji ztozonej;
5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkcji;
6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne z zastosowaniem pochodne;.

Warunki i sposob realizacji

Korelacja. Ze wzgledu na uzyteczno$é matematyki i jej zastosowania w szkolnym nauczaniu
fizyki, informatyki, geografii i chemii zaleca sie zrealizowad tresci nauczania okreslone
w dziatach: | pkt 9 (logarytmy) i w miare mozliwosci V pkt 14, V pkt 1 (pojecie funkcji) i V pkt
5 (funkcje liniowe) w pierwszym poétroczu klasy pierwszej, za$ tresci nauczania okreslone
w dziatach: V pkt 11 (funkcje kwadratowe) i V pkt 13 (proporcjonalnosé¢ odwrotna) nie
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pozniej niz do konca klasy pierwszej. Tresci nauczania okreslone w dziale VI pkt 2 (obliczanie
poczatkowych wyrazéw ciggéow okreslonych rekurencyjnie) mozna realizowa¢ w korelacji
z analogicznym zagadnieniem podstawy programowej z informatyki.

Oznaczenia. Uczniowie powinni uzywaé powszechnie przyjetego oznaczenia zbioréw
liczbowych, a w szczegdlnosci: dla liczb catkowitych symbolu Z, dla liczb wymiernych — Q, dla
liczb rzeczywistych —R.

Przedziaty. Uczen powinien wykorzystywa¢ przedziaty do opisu zbioru rozwigzan
nieréwnosci. Najwazniejsza w odpowiedzi jest jej poprawnos¢. Na przyktad rozwigzanie
nierownosci x? —9x+ 20 > 0 moze by¢ zapisane na kazdy z ponizszych sposobdw:

— rozwigzaniem nieréwnosci moze by¢ kazda liczba x, ktdra jest mniejsza od 4 lub wieksza od 5;
—rozwigzaniami sg wszystkie liczby x mniejsze od 4 i wszystkie liczby x wieksze od 5;

- X<4 lub x>5;

- xe(—0,4) lub xe(5,x);

- Xe(—oo,4)u(5,00).

Zastosowania logarytmdw. Przy nauczaniu logarytmoéw warto podkresli¢ ich zastosowania
w wyjasnianiu zjawisk przyrodniczych, ktdérych przebieg opisuje funkcja logarytmiczna.
Procesy takie zachodza, gdy w przedziale czasowym pewna wielko$¢ zawsze rosnie (lub
maleje) ze statg krotnoscia. Ponizsze przyktadowe zadania ilustrujg zastosowania logarytmu.
Z1. Skala Richtera stuzy do okreslenia sity trzesien ziemi. Sita ta opisana jest wzorem

A
R=log—, gdzie A oznacza amplitude trzesienia wyrazong w centymetrach,

A :104’ijest statg, nazywang amplitudg wzorcowg. 25 kwietnia 2015 r. w Nepalu

miato miejsce trzesienie ziemi o sile 7,8 w skali Richtera. Oblicz amplitude tego trzesienia
ziemi.

Z2. Chory przyjat dawke 100 mg leku. Mase tego leku pozostatg w organizmie po czasie t

okresla zalezno$¢ M (t) =a-b'. Po pieciu godzinach organizm usuwa 30% leku. Oblicz, ile

leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

Postac kanoniczna. Przy omawianiu funkcji kwadratowej podkresla¢ nalezy znaczenie postaci
kanonicznej i wynikajacych z tej postaci wtasnosci. Warto zwrdci¢ uwage, ze wzory na
pierwiastki tréjmianu kwadratowego oraz na wspotrzedne wierzchotka paraboli sg jedynie
whnioskami z postaci kanonicznej. Wiele zagadnien zwigzanych z funkcjg kwadratowg daje sie
rozwigza¢ bezposrednio z tej postaci, bez mechanicznego stosowania wzoréw.
W szczegdlnosci postaé kanoniczna pozwala znajdowac najmniejszg lub najwiekszg wartosc
funkcji kwadratowej, a takze o$ symetrii jej wykresu.

Ztozenia funkcji i funkcje odwrotne. Definicja funkcji ztozonej pojawia sie dopiero w zakresie
rozszerzonym, ale juz w zakresie podstawowym oczekuje sie od ucznia umiejetnosci
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operowania réwnoczesnie danymi zaczerpnietymi z kilku Zzrédet. Nie wymaga to jednak
formalnego wprowadzenia operacji ztozenia czy odwracania funkcji.

Przeksztatcenia rownowazne. W trakcie rozwigzywania réwnan i nieréwnosci nalezy zwracac
uwage, ze obok metody przeksztatcen réwnowaznych mozna stosowa¢ metode
whnioskowania (metoda analizy starozytnych). Po wyznaczeniu potencjalnego zbioru
rozwigzan nastepuje sprawdzenie, ktore z wyznaczonych wartosci istotnie sg rozwigzaniami.
W wielu sytuacjach nie warto domagaé sie przeksztatcen rownowaznych, gdy metoda
whnioskowania prowadzi do szybkich rezultatdw. Ponadto uczniowie powinni wiedzie¢, ze
uprawniong metodg dowodzenia jest réwnowazne przeksztatcanie tezy.

Zastosowania algebry. Warunkiem powodzenia procesu nauczania matematyki jest sprawne
postugiwanie sie wyrazeniami algebraicznymi. Metody algebraiczne czesto dajg sie stosowad
w sytuacjach geometrycznych i na odwrét — ilustracja geometryczna pozwala lepiej
zrozumiec zagadnienia algebraiczne.

Ciggi. Zagadnienie to nalezy omawiad tak, by uczniowie zdali sobie sprawe, ze poza ciggami
arytmetycznymi i geometrycznymi istniejg tez inne. Podobnie nalezy podkredli¢, ze poza
ciggami niemalejgcymi, rosngcymi, nierosngcymi, malejgcymi i statymi istniejg tez takie,
ktére nie s3 monotoniczne. Warto zwrdci¢ uwage ucznidow, ze niektdre ciaggi opisujg
dynamike procesdw wystepujacych w przyrodzie badz spoteczenstwie. Przyktadowo podany

w dziale VI pkt 2 lit. a cigg opisuje szybkos¢ rozprzestrzeniania sie plotki (liczba @, podaje, ile

0s6b o plotce styszato). Podobny model moze byé uzyty do opisu rozprzestrzeniania sie
epidemii.

Granica ciggu. Przed sformutowaniem definicji granicy ciggu warto zadawac uczniom pytania
w rodzaju: czy istnieje taka liczba naturalna k, ze dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od k

5 n 1 < 2 ? Twierdzenie o trzech ciggach takze wspiera budowanie
n+

intuicji granicy ciggu. Obliczanie granic ciggdw warto poprzedzi¢ wykorzystaniem programow

o, .1
zachodzi nierownos¢ = <

komputerowych do rysowania wykreséw ciggéw. Doktadniejsze obliczenia utatwia
w odpowiednio dobranych przyktadach formutowanie hipotez na temat istnienia wartosci
granicy ciggu.

Planimetria. Rozwigzywanie klasycznych probleméw geometrycznych jest skutecznym
sposobem ksztattowania swiadomosci matematycznej. Uczniowie, ktdrzy rozwigzujg zadania
konstrukcyjne, nabywajg przez to wprawy w rozwigzywaniu zadan geometrycznych réznego
typu, na przyktad uczen z fatwoscig przyswoi wtasnosci okregdow wpisanych w trojkat czy
czworokat, jesli potrafi skonstruowac te figury. Nauczanie konstrukcji geometrycznych
mozna przeprowadza¢ w sposodb klasyczny, za pomocg linijki i cyrkla, mozna tez uzywac
specjalistycznych programéw komputerowych, takich jak np. GeoGebra.
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Dwumian Newtona. Wazne jest, zeby przy okazji nauczania wzoru na (a+b)n podkreslié

n
znaczenie wspétczynnika dwumianowego (symbolu Newtona) (k} w kombinatoryce. Warto

e (n=k+2)(n-k+1)
1-2-..-(k—-1)-k

bardziej widoczna jego interpretacja i tatwiej obliczy¢ jego wartos$¢ dla matych k.

, gdyz w tej formie jest

o .(n] n(n-1)
go rowniez zapisywac w postaci K =

Rachunek prawdopodobierstwa. Uczniowie w przysztosci beda mieli do czynienia
z zagadnieniami powigzanymi z losowoscig, ktdre wystepujg w rdéznych dziedzinach zycia
i nauki, na przyktad: przy analizie sondazy, zagadnien z zakresu ekonomii i badaniach rynkéw
finansowych lub w naukach przyrodniczych i spotecznych. Warto wspomnieé o paradoksach
rachunku prawdopodobienstwa, ktore pokazujg typowe btedy w rozumowaniu i omoéwic
niektore z nich. Warto tez przeprowadzaé z uczniami eksperymenty, np. eksperyment,
w ktérym uczniowie zapisujg dtugi cigg ortdw i reszek bez losowania, a nastepnie zapisujg
cigg ortéw i reszek powstaty w wyniku losowych rzutéw monetg. Btedne intuicje na temat
losowosci podpowiadajg zwykle, ze nie powinny pojawiac sie dtugie sekwencje ortéw (albo
reszek), podczas kiedy w rzeczywistosci takie dtugie sekwencje ortéw (lub reszek) wystepuja.
Omawianie w zakresie podstawowym wartosci oczekiwanej nie wymaga wprowadzania
pojecia zmiennej losowej. Wskazane jest raczej postugiwanie sie intuicyjnym rozumieniem
wartosci oczekiwanej zysku czy ustalanie liczby obiektéw spetniajgcych okreslone wtasnosci.
W ten sposdb uczen ma mozliwo$¢ dostrzezenia zwigzkéw prawdopodobienistwa z zyciem
codziennym, ma takze szanse ksztattowania umiejetnosci unikania zachowan ryzykownych,
np. przy decyzjach finansowych.

W  zakresie rozszerzonym wazine jest uswiadomienie uczniom, ze rachunek
prawdopodobienstwa nie ogranicza sie jedynie do schematu klasycznego i uzywanej tam
kombinatoryki. Dobrg ilustracjg sg przyktady zastosowania schematu Bernoulliego dla duzej
liczby préb.

Pochodne. Postugiwanie sie pojeciem granicy ilorazu réznicowego konieczne do zrozumienia
pojecia pochodnej wymaga duzych mozliwosci poznawczych. Dlatego tez pochodne nalezy
wprowadza¢ w pierwszej kolejnosci intuicyjnie, postugujgc sie interpretacjg fizyczna
(predkos¢ chwilowa, natezenie prgdu) oraz geometryczng (styczna, nachylenie wykresu).
Podstawowym zastosowaniem definicji pochodnej moze by¢ wyprowadzenie wzoru na
pochodng jednomianu i pochodng sumy, iloczynu i ztozenia funkcji (gdy funkcja wewnetrzna
jest réznowartosciowa). Uczniowie powinni tez poznac twierdzenie moéwigce, ze funkcja
ciagta na przedziale i rézniczkowalna wewnatrz tego przedziatu jest niemalejaca wtedy i tylko
wtedy, gdy jej pochodna jest nieujemna.

Dowody. Samodzielne przeprowadzanie dowoddéw przez ucznidow rozwija takie umiejetnosci,
jak: logiczne myslenie, precyzyjne wyrazanie mysli i zdolno$é rozwigzywania ztozonych
problemdéw. Dowodzenie pozwala doskonali¢ umiejetnosé dobierania trafnych argumentéw
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i konstruowania poprawnych rozumowan. Jedng z metod rozwijania umiejetnosci
dowodzenia jest analizowanie dowoddw poznawanych twierdzed. Mozna uczy¢ w ten
sposob, jak powinien wyglagdaé wifasciwie przeprowadzony dowdd. Umiejetnosc
formutowania poprawnych rozumowan i uzasadnien jest wazna rowniez poza matematyka.
Ponizej znajduje sie lista twierdzen, ktérych dowody powinien uczen poznad.

Twierdzenia, dowody — zakres podstawowy

Istnienie nieskoriczenie wielu liczb pierwszych.

Niewymiernos¢ liczb: </2, log, 5 itp.

Wzory na pierwiastki trojmianu kwadratowego.

Podstawowe wtasnosci poteg (o wyktadnikach catkowitych i wymiernych) i logarytmow.

A w N R

Twierdzenie o dzieleniu z resztg wielomianu przez dwumian postaci X—a wraz ze
wzorami rekurencyjnymi na wspétczynniki ilorazu i reszte (algorytm Hornera) — dowdd
mozna przeprowadzi¢ w szczegdlnym przypadku, np. dla wielomianu czwartego stopnia.
6. Wzory na n-ty wyraz i sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego

i geometrycznego.
7. Twierdzenie o katach w okregu:

1) kat wpisany jest potowa kata srodkowego opartego na tym samym tuku;

2) jezeli dwa katy s wpisane w ten sam okrag, to sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy s3

oparte na réwnych tukach.

8. Twierdzenie o odcinkach w tréjkacie prostokatnym. Jesli odcinek CD jest wysokoscia

trojkata prostokatnego ABC o kacie prostym ACB, to |AD|-|BD|=|CD2,

|AC|* =|AB|-|AD| oraz [BC|* =|AB|-BD).

9. Twierdzenie o dwusiecznej. Jesli prosta CD jest dwusieczng kata ACB w trdjkacie ABC

AD| |AC
i punkt D lezy na boku AB, to u = u .

BD| |BC]|

10. Wzér na pole tréjkata P = %absin Y-

11. Twierdzenie sinuséw.

12. Twierdzenie cosinuséw i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Twierdzenia, dowody — zakres rozszerzony

n n-1 n-1
1. Dowdd kombinatoryczny tozsamosci: jesli 0<k <n, to (k]:[k 1]+( " J

2. Wz6r dwumianowy Newtona. Wzory skréoconego mnozenia na a"=+b" (przy
odpowiednich zatozeniach o n) oraz jako wniosek: dla liczb catkowitych a i b,

a-bja"-b".

3. Wozory Viete'a.
4. Wzory na sinus i cosinus sumy i roznicy katéw.
5. Twierdzenia o istnieniu niektorych punktéw szczegdlnych trojkata:
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a) symetralne bokdéw trdjkata przecinajg sie w jednym punkcie i (jako wniosek) proste
zawierajgce wysokosci trdjkata przecinajg sie w jednym punkcie,
b) Srodkowe tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie.

6. Twierdzenie o czworokacie wpisanym w okragg. Czworokat wypukty ABCD mozna wpisac
w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy |ZBAD| + |LBCD| = |ZABC| +|ZADC| =180°.

7. Twierdzenie o czworokgcie opisanym na okregu. W czworokat wypukty mozna wpisaé
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy |AB| +|CD| = |AD| +|BC| .

8. Twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny. Dane sg proste k,/ i m lezagce na
jednej ptaszczyznie. Jesli proste k i | przecinajg sie i prosta n jest do nich prostopadta, to
prosta
n jest takze prostopadta do prostej m.

9. Twierdzenie o trzech prostopadtych. Prosta k przecina ptaszczyzne P i nie jest do nigj
prostopadta. Prosta / jest rzutem prostokgtnym prostej k na ptaszczyzne P. Prosta m lezy
na ptaszczyznie P. Wowczas proste k i m sg prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy
proste /i m sg prostopadte.
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